r.r"

STAATSINSTITUT

FUR SCHULPADAGOGIK

UND BILDUNGSFORSCHUNG
MUNCHEN

N

Handreichung
fir den Mathematik- und Physikunterricht
im Gymnasium

Fraktale Geometrie
und
deterministisches Chaos




Vorwort

Fonichunpserpebnisse e der plebtlnesren Dynamik and sos der fraktalen Gemetrie sind in der
Offentlichkeit vor allem durch dsthetisch faszinierende Bilder bekannt geworden. Das hreite Inters
exse und die starke Mesonane begrinden sich such i den Erwartungen, die un diese Forschungs-
gelivie hinskchitich viner Verfoderung unseres Dinkens apd anseres Welthilids geetat werden

GemiR Beschluss des Bayenschen Landtags vom 140494 wurde die Staatsrogierung geboten, den
Fachlobrorn (Gr Mathomotik wod Phymik oo den Gymmasien Materalion sar simovollen Eiubesio-
lng won Chansforschiang und Fraltalpeometrie in den Unterricht an die Hand =0 geben.

Do daraofhin am Staotsimstitut m Zosammeonarbaot der Beforate Matbematik) Toformatik aod
Phiyeik sntwickalte Hagdreichung hatl son Siel,

o die Entwicklung und die Forschungrergebuies dor nichthinearen Dynamik und der fraktalen
Geometrie in den grondlegendon Ergebmiseen schiilizgerecht darzstellen,

o padagoprch-didaktinch erprobte Unternchissequenyen fur don Mathematik- und Physikun-
terricht vorzuschliagen,

o Deispiele fir Anwendungen aufsuzeigen, in denen die Ergeboisse des Chasaforschung wichti-
g Voraosselsungen zur Lisung wissenschaftlicher, techniveher, wirtschaltbhchier und gesell-
schaltlicher Fragen sind.

Den Einstiog Wlden Beitrige nambalter Wissenschaltler, in denen die Bedeutung der frakiales
Giometrie und der nichtlineiren Dynamik aus der Sicht des jeweiligen Automs dargestellt wind.
Kapitel 2 Stationen anf dem Weg zur nichilfincoren Dyramik and Frabtolgeametrie gibt einem
Uberblick aber fachliche Grundlagen des Themas, wahrend die Kapitel 3 Mathematek und 4 Phy-
ol tieforgebendeo fachlicho Erliaterungon $u ansgewhhlton Thomon und i deren Umsetzung im
Unserricht enthalien,

Der Mathematiktedl bietet Baeitrige 2o fast allen Jahrgangsstafen an: Paplerfaltfolgen and Dra-
chenkurven kimben bereits in der Unterstufe bebhandelt werden, In Jahrgangsstofe 8 sind erne
Botrachlungen sur lteration ordghch, die dann in Jahgangsstule 9 erghnst werden kimmon. Die
Kagiitel zur ‘Fraktalen Grometrie mit KOOH-Kurven' umd 20 'Iterierten Funktionemsystomen®
banen teilweise suf Wissen der Jahrgangsstufe 10 auf, kdnnéy aher ansengsweise auch friiher he.
handolt werden, lu Jahigangsstule 11 bietet sich ein Ausblick auf Spiralen, "verrickte Punktionen',
%, & an, wos i Abschiitt 3.6, susgelihot wird, I Beatog ‘Ilerativoen e der kooplexen Ebone’
wind Grundlugen fir Facharbeitsthemen wa Julia- ond Mandellrotmengen dongotellt.

lin Sinne ficheriibergreifender Zusammenarbeit folgen Exkurse in die Biologie und Chemie mit
then Themun ‘L-Systeme’ und ‘Clhemischie Oszillationen'.

Konkeete Lelirplantuatipe and Unsetaungsmiglichbeiben e die lnbalie des Kapitels 4 Physib sind
tm Abschuitt 4.1 ansfilthrlich dargestelle

Fraktale Ceometrie und uichtlinears Dynamik sind Gebiete aktueller Forschung - eine Handrei-
chinng, dieser Form Jawn nur Anregungen und Einblicke vermittoln, zahlreiche Teilgeliete musston
Bugespart wrrden,

Raturgomik kiinnon sich viele Beitrige nicht auf konkrote Laheplaninhalte hoeichen Diahor mitss
_ﬂ"-* Angebovaharakier diesor Handreichung betom werden: Verschiedene Themen kinnen als Er-
E"““!l den Unterricht bareichern, olne Vertiefung ist in Wahl- und Pluskursen méglich

StRin Marion Kelly StD Roland Reger

Miinchen, 15, Mirz 1997
L Relorat Mathomatik lulonnatik Rolorat Physik
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1 Zur Bedeutung der fraktalen Geometrie
und der nichtlinearen Dynamik

In den folgenden Belteigen lopon namhafte Wissenschaftior dar, wariis die sichtlineare Dynamik
und die fraktale Geometrie gerade Bir Junge Menschen interesssnt sein kinnen und welche Bedeo.
tung diesen Bereichen fir die Zukunft zuzumessen st. An Beispielen ams threm Fomchungs. und
Thtigheitatinroich seigen sie sof, inwieweit die Ergebmisse der ‘Clhaosforschung” wichtige Vorausset-
pungen wir Losung wissenschaftlicher, toehnischor, wirtschaftlichor und gesellschaltlicher Fragen
liefern und liefern werdon.

1.1 Merkmale der nichtlinearen Dynamik

N Auf dem Gebiet der nichtlinoaren Dyna-
Y mik lat sich in den vergangenen Jahsen o-
mwl in wielen Teilbereichen des Naturwissen-
Wﬂfﬂlﬂm‘ﬂmw schaften zu einer Verfinderung des wissen-

Arbeitsgehict: W ;du-l.il.hr'.bnu Welthilds gefiibrt und nuch die
MWH ' Methoden sur Beschreibung von Naturvoe-

iﬁmﬂmm _ ) mingen bevrichtlich erweitert Lal. Dieser

= wissenschaftlichen Welterentwlehlnng, div
mittlorwelle snhleeiche Anwendungen weit diber die speziellen Fachwissenschaften hinaos gefunden
lint, darf man den 'Zutritt’ wn den Schole, spemell den Gymumanien, michl versotron.

D mchthneare Dynanik wt oo Teilgebiet der Physik, das sich nieht die Aufgabe gestellt
kat, die Elgenschaften und das Verhalten bastimmior Objekie wie etwa fester Kirper, Fixsterne
oder Atomkerne #u erschlieBen. Es nimmt vicimehr Verhaltensweisen einer Vielfalt voo Objekten
der unbelebten wie auch der balebton Welt gleichereitig in den Blick, nimlich din Gesamthdt alles
miclitlinearen Systeme. Es sollen die Bevouderheiten der Bewegungen und der Entwickiungen dieser
Syatnme im Gegenaate go donm linsarer Syateme hsmnusgearbeitot werden.

Im Unterschied 2u den in der bisherigen Schulphysik vornehmlich bohandolten Themen mus
dor llvaren Dynamik, wie klassische Elektrodynamik, laminare Strdmungen, harmnnlscher O
sllator und Statlk fester Korper, handelt o sich bei den mechitlinearon Systemon schr oft um
Objikte und Vorginge aus der direktin Erfabrungswolt der Schillor, Die Froquens dmes Lop-
Frnden Wasserhahng, die Frage der Vorbersagbarkeit des Wettergeschehonn, Stanentwicklungen
im Stralenverhehr, die Populationsdyoamik von Rauber-Deute-Systemen, die Anshroitung von
Wildbrinden, der kritisehe Bischungswinkel vines Sandhaufons und auch die Dynamik von Grup-
Peo mzial und okonomisch interagierender Individuen sind intoressante Boispiele [ir migliche
Unterrichisthemen.

A% el womentliches Charakberintikum solcher niebtlinoarer Syateme gilt, dnss instahile und auf
ten ersien Blick scheinbar regellose, chaotische Bewejgingen aulteton kénnen (dabor oft auch dio
B""Hluhuunp: ‘Chaos-Phystk'), Mit Hilfe der mathematischen Analyse nichilipearsr Glalchungen
Mnerseits ynd mil Hills gesieltes Experimente und auch leistungsfihiger Computer anderemeits
S gelungen, universelle Prinzipion horausauarbeiten, die hinter den chaotischen Bewegumgm




5 i Zur Bedewtung der fraktala Gevwetsie und der pichtinearen Dynamil

und Prozessen stecken. Es stellt wich heraus, dass den scheinbar chaotischen Bewegungsabliaufen
deterministische physikalische Gesetae sugrunde legen kinnen - man spricht in solchien Fallug
vou ‘deterministisohem Chaom', Auch einfoche deterministische Systeme sind in der Loge, choe
eine stochastische Anregung von anben, srlbstorganisiert, in die chantinche Phase sineutroten - os
miissen nur Ursache und Wirkung nichtlinear miteinander verknipft sein

Bei genuueres Betrachlung sichilinearer Systeme gebl e Tnter anderem win die Frage, wie
prizise man die snkinftipe Eniwicklung sines Systems vorhemsagen kinn, wenn man seinen ay:
genblicklichen Zustand nur mit begrenzter Genanigkeit kennt Eine grondlegende Erlenninis der
wichthoearen Dynamik bestelt hier in der Tatsache, dass sich nichtlineare Systeme in der Pha-
g des determindstischen Chaos nor fir begrenzte Zeitintervalle vorhersagen lassen. bei lingerin
Vorhersagereiven muss mit sehr grofen Vorboraagefehlern grrechnet worden, Dicoe begronste Yo
bersagbarkeit berubt daranf, dass bel solchen Systemen eug benachbarte Anfangreustinde in der
Zukunft zu gane unterschiedlichen Entwicklungen {ihren konnen. Man spricht von einer sensiblen
Abhiingigheit von den Anfangsbedingnngen oder knrz vom Schmetteringpoefekt’,

Diese senslble AbhRnpigkeit von den Anfangubedingungen fihrt dozo - wie berelis MAXWELL
im letzten Jahrhundert erkannt hat -, dass die friiher als unmittelbar einsichtig smpfundene Brwei-
teruny des Kausalitite-Pringips 2u der Avssage:  Alnliche Ursachen haben hnliche Wirkungen®
nicht mehr gilltig fot. Wohl aber gilt dis fir alle detorministischen Systeine giltige strenge Fot-
mulierung: _Gleiche Ursachen haben gloiche Wirkung®, Wilrde es also gelingen, wwel identisch
aufgebaute Systone in exakt glelchen Anfangsbedingungen zu starten, so wiirden sbo sich in al-
ler Zukunit auch identisch sntwickeln, vorsusgesetzt es witken keioe auBeren Storungen aof das
Bustemn cin, Aber natiirlich int e= in dee Praxis nicht miglich, im ot hematichen Sinne exakt glei-
che Anfangebedingungen e realisieren; in dor Praxia laufen deshalb aved so priparierte Systome
nach Ablauf einer endlichen Vochersagezeit mit Sicherheit auseinander. Die groke Komplexitht der
miglichen Bewegungszastinde in der Phase des deterministischen Chaos [5sst eine quantitative
Reschireibung dor Sywteme punfichst etwas hoffoumgston erscheinen. Tatsichlich unterlivgen chao-
tische Bewegungen jedoch universellen GesetzmiBighkeiton, din bagriffich gonan geiarst und dann
anf eine Vielsah! physikalischer und nicht-physikalischer Svsteme angewandt werden kiinnen.

Ein interessantes Merkmal des Gebiets der vichthoearen Dynamik ist die Tatsache, diss grund-
legende Phinomene an einfochen Repeisentanten nichthinearer Systeme bvobachiet werden kin-
nen, die aufl schillergemilem Nivean und mit einem dem Schulunterricht angremessemen Aufeand
dargestollt worden konnen. Die Auswertung solcher Experimente aufl lelstungnfiibigen Personal
Computern kommi dem loterosse der heutigon Schiilergeneration und ihrem Perzeptionsverhalten
aul potirhiche Weise ootgegon.

Angeregt durch eine Vielzahl populirwissenschaftlicher Beitriige in Zeitschriften, Filmen und
im Fernsshen, sowio auch durch kiinstlerische Interpretationen von Grundgedanken dor nichtli
nearen Dynamik sind vor allem junge Monschen nougerig geworden aof das, was sich hinter den
Hehlogworten 'Chans’, 'Fraktal’, ‘Sellstorganisation’ und ‘Strukturbildung’ verbirgt. Es ist eine
der wichtigiten Aufgaben dér Schule, entscheidende, das sukiinftige Denken prigende Verinderuo-
en in Wissenschaft und Technik kontinuierlich in den schulischen Bildungsprozess cinzubinden,
Die richtige curricnlare Einbettung der nichtlinearen Dynamik in den physikalischen Unterricht
an Schulen halte ich Fir cinen gang wichbigen Schritt jn dor Entwicklung und Dildung eines an-
prmessenen Naturverstlindnisses bel der jetzt heranwachsenden Generation kinltiger Verantwor-
tungstrager in Wirtschaft, Politik und Gesellschaft

1y dheserts Sinne begritle ich die Initistive ‘Chacaforschung und Fraletalgeametrie im Mathe.
muakik- und Physikunterricht des Gymnasivms’ aul das lebbafteste



1.2 Nichtlineare Prosesse in der menschlichen Gesellschaft G

1.2 Nichtlineare Prozesse in der menschlichen Gesellschaft

Wir alle smd es gewolnt, dass einfache Zusammenhin-
g hiinfig sehon dorch eine linesre Beschreibung erfasst
| werden kinnen. 8o wird ¢ B oft angenommen, dise Wi
kungen proportional zu den Ursachen sind. Spriche wie
winl hilft viel", oder ,von nichis kommt nichis® entspre
| chen diesemn linearen Denken. Jo komphoor: aber die Sys.

teme unsecrer Wirklichkeit sind, desto hfinfiger kommt ex
vor, dass Wirkungen viel komplizierter mit Ursachen zu-
sammenhingen,

Phanumene wie Selbstverstickung, Sittigung, Rontraproduktivitht, zyklische Kopplung awi-
sehen Unsachon uod Wirkuogen, [ostabilitiven und Phaseniiberginge awischen global verchie-
donen dynamischen Vorhaltmsweisen sinschlioflich der Extwicklung von chaotischen Bewegungs-
formen treten inshmsondore In komplexen Systemen aol und kinoen sur mit den Mitteln der
nichtlinearen Dynamik adiquat erfasst werdon

Zum Glick gibt es andererseits verbliiffend einfache mathematische Modelle wic = B, das
lngirtische Modell, woran sich die Answirkung von Nichtlisearitit eindrucksvoll und verstlindlich
schon filr Schiller demonatrieren Bt

Aber auch die interdisziplinire Teagweite der Begriffsbildungen dor nichtlinearen Dyuamik
gollte echon in der Schule sugesprochen wenden: 5o konnten nenerdings auch nichtlinem Prosem-
e |n der menechlichen Gessllechaft mit Hilfo mner geeigneten Modellierungsstrategle quantitativ
beschrichen werden. In solchen Modellen der 'synergetischen Somiodynamik’ werden materielle
Prozesse mit dem Entscheidungsverhalten von Menachen gekoppele, nnd es wird die daraos resiul-
tierende integritte Dynamik abgeleitet.

Einige Phiinomene, die man mit solchen E-!_u:]ulhm besser verstelien kiann, seien genannt:

1. Die politische Memnungsbildung auf der Makrosbene der Gesellschafr lst ein typischer nichi-
linearer Prozess. Er beinhaltet .. politische Phasvniiborginge swischen demokratischen
and totalitiren Gesellschaftsstrukturen. Welche Phaseniibergiings sind erwinscht amd wel-
che gofilirlich? Sind #ie steuerbar oder einfach schicksalhaft hingunchmon?

2 Die Migration wechselwirkender Papulationon (2. B, verschiedener kultureller Herkunit) kaoo
sur homogenon Durchmischung oder aber sur Ghettobildung fihren. Nur nichilineans hi-
grationamodelle (welche brigens auch rh.nnuu::ha Lésungen hahen kdanen) kdnnen dieson
far jede Gesellschaft eswoticlhn struktucellen l:.rl.m:m; erfasson.

3. Die Vorkehrsdynamik vom gleichmilig dabinflieBenden bis xum ermiidenden ‘stop and go'-
Verkehr lisst sich ebeafalls diirch relativ einfache nichtlinears Glachungen beschreiben und
verntohen. Sle werden derzsit benutat, um Steategien auszuarbeiten, welche das Verkelisgo
schelen optimieren sollen.

Es zeigt sich an diesen Belapiclen, die leicht darch weltere ans gana asderen Gebleten erginat
werdon kimnten, dass das Gebiet der nichtlinearen Dynamik eineeseits grofe Tragweite Iusitat,
| madorerieits aber in wesentlichen Grundgiigen und Grondauswirkungen den Schillern durchaus
vermtandlich gemacht werden kann,
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1.3 Faszination Chaosforschung

m,  Kaum etwas it 3o erfrischend wie die Erlobais
| #& junger Menschen, die sich ihre emten Wege
in die aulregende Qedankenwelt der Naturods.
seschaft hahnen. Hiersu ist es allerdings wich-
tig, dass thnen die Naturwissenschaft nichi als
fortiges Gebiude dorgeiellt wird, das es nur
pirch 0 bewnodern ond mit Flelf elnzuver-
) leibem gilt, sondern als aufregendes Neuland,
das jede Generation jenseits der bisherigen Er-

kenntnisschwelln fiir sich nen entdecken kann.

Das Gelbiet dor nichitlinearen Dynnmik oder Chaosforschung ist vorziiglich geeignet, dieses
Etlebuis au vermitielu. In den letzien wenigen Iahroehnten hat sich die Chaosforschung wxplosi-
onsartig entwickelt und immer wieder neue, berraschends Ergelniisse pebracht. An vielen Gem-
masien it es het der Durchfibrung von Studientagen in der Jahrgangsstufe 11 mit Unterstiit-
zung vou Hochechullehrern Gbereeugend gelungen, die Freude an der Entdeckung der vielsoitigen
Aepekte dicses Forchungagebietes lebendig darzustellen. Die belandelten Themen reichen von
den grundlegenden Stahilithesthearien des Mathematikers Poincarg, den emten hahnbrochonden
Untersuchungen des Chaos in Systemen mil wenigen Freiheitsgradon durch den Meteoralogen Lo-
RENZ, bas hin zu den laszinierenden Frakialberechnungen von MARDELDROT und den vielseitigen
Anwendungen in der Medizin, der Musik und den Sprachwissenschafton. Natiirlich kionen Schi-
lér diesier Altersstufe noch nicht alle mathematischen Werksouge dor nichtlinenren Dynamik und
Chanstheorie beherrschen, s ist aber sinnvoll, dase sie bereite frilhesitip mit der fassinieronden
Vielfalt dieser Erscheinungen vertrant grmacht worden und der Appetit dadurch geweckt wird,
die sulgeevigten Phiinomene spliter nlher o erforschen.

Dhngs aller Wandel in der Physik anf nichtlineare Weehselwirkungen surilekeufiihren ist, ist eine
Dinsenweishent. Viele Gleichungon der Physik sind ledighich Niherungen, die in erster Linie dazy
Lienen, die Objekto, mit denen man es in dor Physik zu tun bat, 2o definieren, Nichttriviale Abliule
o physikallichen Systemen werden durchweg durch die nichilinearen Terme in den Gleichungen
wachrichen, Dennoch wird in dem troaditionellen Lehrotoff der Phyrilk des linearen Systemen
ithr viel Plats vingeriumt = vwrmutlich, weil sich lineare Systeme, im Gegensats zu aichtlinearon
Iystemen, analytisch clogant hehandelsn lassen, Die ‘Musik' hiegt abor gerade o Nichilineanm.
Ne viclfliltigen Kompositionen dieser Musik sind in disser Handreichung in erfrischender Fillle
mgeklungon.

1.4 Fractals in the Classroom

.:!_ d. I F -._ _ ol --.;- | _?- |_::.. -‘1-_1."'1;'- _I-. . i

Vo do belleve that the study of fractals can contribute to the mvitalisation of the study of
wometry o our schools; and we have no doubt that this is an impartant, indeed urgent task of
nathematical education. However, we have two serlons coneerns about the introduction of fractals

uto Lhe curriculum; we will briefly state the fiest, which involves other aspects of geometry, and
hen focus more specifically on the second, which fovolves how we belive fractals should bhe
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